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9ο Μάθηµα - Θεώρηµα Hahn-Banach

΄Ασκηση 1. Αν X χώρος µε νόρµα και A ⊆ BX∗ , το A ονοµάζεται norming αν για κάθε x ∈ X,
ισχύει ότι ‖x‖ = sup{|f(x)| : f ∈ A}.

(i) ΄Εστω X διαχωρίσιµος χώρος µε νόρµα.

(α΄) Να δείξετε ότι υπάρχει αριθµήσιµο norming σύνολο (x∗n)n∈N ⊆ BX∗ .

(ϐ΄) Για την παραπάνω ακολουθία (x∗n)n∈N, να δειχθεί ότι ∩∞n=1Kerx∗n = {0}.
(γ΄) Αποδείξτε ότι ο X εµφυτεύεται ισοµετρικά στον `∞, µέσω του τελεστή T : X → `∞ για

τον οποίον Tx = (x∗n(x))n∈N, για κάθε x ∈ X. Είναι ο T επί ;

(ii) (α΄) ΄Εστω p ∈ [1,∞]. Για κάθε n ∈ N, ορίζουµε e∗n : `p → R µε en(x̃) = xn, για κάθε
x̃ = (xi)i∈N ∈ `p. Να δειχθεί ότι τα e∗n είναι γραµµικά και ϕραγµένα µε ‖e∗n‖ = 1, για
κάθε n ∈ N.

(ϐ΄) Για X = `∞, να ϐρεθεί αριθµήσιµο norming σύνολο A ⊆ B`∗∞ .

(γ΄) Για X = `1, να ϐρεθεί αριθµήσιµο norming σύνολο A ⊆ B`∗1
. Υπόδειξη : Θεωρείστε το

A = {a1e∗1 + . . .+ ane
∗
n : n ∈ N, a1, . . . , an ∈ {±1}}.

΄Ασκηση 2. (i) ΄Εστω {0} 6= X,Y χώροι µε νόρµα, y0 ∈ Y , x0 ∈ X µη µηδενικά και f ∈ X∗ µε
‖f‖ = 1 και f(x0) = ‖x0‖. Ορίζουµε T : X → Y µε T (x) = f(x)y0, για κάθε x ∈ X. Να
δειχθεί ότι ο T είναι γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής και να υπολογιστεί η νόρµα του.

(ii) ΄Εστω {0} 6= X,Y χώροι µε νόρµα µε την ιδιότητα ότι κάθε γραµµικός και ϕραγµένος τελεστής
T ∈ B(X,Y ) είναι επί. Να δειχθεί ότι dimY = 1.

(iii) ΄Εστω X χώρος µε νόρµα και Y υπόχωρος διάστασης ένα. Να δειχθεί ότι υπάρχει ϕραγµένη
προβολή P ∈ B(X) µε P [X] = Y .

΄Ασκηση 3. ΄Εστω X χώρος µε νόρµα και Y πυκνός υπόχωρος. Να δείξετε ότι οι Y ∗ και X∗ είναι
ισοµετρικά ισόµορφοι.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω X χώρος µε νόρµα και Y υπόχωρος.

(i) Αν T ∈ B(Y,Rn), να δειχθεί ότι υπάρχει T̃ ∈ B(X,Rn) που επεκτείνει τον T , µε ‖T‖ = ‖T̃‖.

(ii) Αν T ∈ B(Y, `∞), να δειχθεί ότι υπάρχει T̃ ∈ B(X, `∞) που επεκτείνει τον T , µε ‖T‖ = ‖T̃‖.


